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CH3 一维势场中的粒子

一维运动问题

一维粒子的能量本征方程

设质量为m的粒子，沿x方向运动，势能为 ，则Schrödinger方程表示为

对于具有一定能量E的定态，波函数形式可以表示为

带入原式，即有一维粒子的能量本征方程

另外，一般认为势能函数取实值，即有

对一维粒子的能量本征方程，有如下几个定理成立
共轭定理：若 是定态Schrödinger方程的解，则 也是该方程的解，且对应的能量本
征值相同
推论：如果对应某个能量的本征值E，确定本征态无简并，则可以取 是实解

对于某个能量本征值E，总可以找到定态方程的一组解，任何属于E的解，均可以表示为这一组
实解的线性叠加(适用于处理能级有简并的情况)
反射定理：如果势能函数具有空间反射不变性，即 ，则如果 是该方程的
解，则 也是该方程的解，且能量相同
推论：假设对于某能量本征值E，定态方程的解无简并，则解具有确定的宇称，是空间反射算
符 的本征态
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假设势能函数具有空间反射不变性，则对应于任何一个能量本征值E，总可以找到定态方程的
一组解，每个解都有确定的宇称，而且属于能量本征值E的任何解，都可以用它们展开
相比第三个定理，该定理可以处理能级有简并的情况。通过构造无确定宇称的简并解的空间反
射叠加函数，该函数具有确定的宇称，更改常数比例构造两个非线性相关的函数，可以把解表
示为二者的线性叠加

对于阶梯形方位势，势能函数满足

若势能差 有限，则能量本征函数 及其导数 必定是连续的；否则定理不成立
通过在跃变点对定态方程两侧积分，如果跃变有限，则波函数的一阶导函数在此处连续，因此
波函数也是连续的

Wronskian定理：若 和 都是定态方程的解，且对应相同的能量本征值，则

上式左侧的表达式 被称为两波函数的Wronskian行列式
当常数c为零时，两波函数线性相关，否则线性无关

下面补充束缚态和简并的名词定义
束缚态是指粒子局限在有限的空间中，即粒子在无穷远处出现的概率等于零的状态。表现
为

相对的，非束缚态是指粒子可以出现在无穷远处的状态
简并描述的是在给定能量本征值下的解的个数。如果对于一个给定的能量E,只有一个线性
独立的波函数存在，则称该能级是非简并的，否则称它是简并的，其线性独立的波函数的
个数称为它的简并度，也被叫做多重简并

不简并定理：设粒子在规则势场 (要求不存在奇点)中运动，如存在束缚态，则必定是非简
并的
证明该定理可以从Wronskian定理入手，由于势函数不存在奇点，因此波函数连续，可以
通过积分证明两解线性相关，解非简并
对于常见的不规则势阱，例如无限深势阱和 势阱等，在绝大多数情况下上述定理也成立
对于某些不规则势阱，例如一维氢原子(波函数与 成正比)，除了基态以外，其它束缚
态均为二重简并。特征表现为波函数的节点出现在势能函数的奇异点处，两个简并态具有
不同宇称
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方势

一维无限深势阱

对于一维无限深势阱

哈密顿量可以表示为

根据势能函数不同，其定态方程在阱内外不同，在阱内写作

其中 ，令

则阱内方程变为

解可以表示为

由于势阱无限深，要求粒子在阱壁及阱外的波函数为0，带入后可以证明能量本征值E只能取离散的
值，即

对应能级 的能量本征波函数写作

根据归一化条件可以确定常数
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带入后得到归一化波函数为

上述推导说明，一维无限深方势阱中粒子的能量是量子化的，能谱构成是离散的；此外，由于
正比于 ，这说明能级分布是不均匀的，能级密度随着能级增大而减小

粒子能稳定存在于势阱内的最低能级要求是 ，这是微观粒子波动性的表现，
定性地看，动量与位置的不确定关系也要求能量不为0
基态波函数无节点，第一激发态有一个节点，以此类推，第k激发态(n=k+1)有k个节点
随着能级趋近于无穷，阱内概率密度处处相等，表现为经典粒子出现在阱内各点的概率相同

一维有限深对称方势阱

对于一维有限深对称方势阱

其中a是势阱宽度， 是势阱高度
对于能量小于势阱高度的束缚态( )，阱内方程与无限深势阱内一致，阱外方程为

该方程的解为

根据束缚态在无穷远处的限制，有

因此总的解的形式可以写作
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对于偶宇称解，有 。另外由于势能差有限，波函数及其一阶导函数在势阱
边缘连续，带入后得到方程组，化简为如下方程的解

通过数值计算或图解法解决
对于奇宇称解，有 。带入连续性条件，得到

对应的解满足如下方程组

对应的各能级能量本征态可以写作
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不论势阱深浅宽窄，至少存在一个束缚态，被称为基态，宇称为偶，当
时开始出现第一个偶宇称激发态；当 时才可能

出现第一个奇宇称态
能级的1宇称是偶奇相间，最低的能级是偶宇称
有限深势阱每个能级都比无限深势阱的相应能级低一些，在 时，它们分别趋
近于无限深势阱的相应能级
对于任何 值，束缚态能级总数为

束缚态与离散谱

量子隧穿效应

隧穿效应( )

方势垒透射
波函数形式解：势垒形状为

讨论能量低于势垒的情况，三处区域的定态方程为
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假设粒子从左侧入射，因此在越过势垒的区域中不存在向左传播的行波，物理上可接受的解为

边界条件求解波函数：在两个区域边界处波函数及其一阶导函数连续，因此可以构造四个连接
方程求解 四个参数
概率流密度

入射概率流密度

透射概率流密度

反射概率流密度

透射概率和反射概率
透射系数(透射率)：粒子透过势垒的概率

反射系数(反射率)：粒子被势垒反射的概率

​ ​ ​

⎩

⎨

⎧ψ ​(x) + ​ψ ​(x) = 0,x < 01
′′

ℏ2

2mE
1

ψ ​(x) + ​[E − V ​]ψ ​(2) = 0, 0 < x < a2
′′

ℏ2

2m
0 x

ψ ​(x) + ​ψ ​(x) = 0,x > a3
′′

ℏ2

2mE
3

​ ​

⎩
⎨

⎧ψ ​(x)1

ψ ​(x)2

ψ ​(x)3

= e + Re ,x < 0ikx −ikx

= Ae + Be , 0 < x < aκx −κx

= Se ,x > aikx

k = ​

ℏ
​2mE

κ = ​

ℏ
​2m∣V ​ − E∣0

A,B,R,S
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讨论

概率守恒：透射概率与反射概率之和为1

近似公式：当 ，即 时，利用 ，可以导出
近似公式

这说明T敏感地依赖于势垒高度 ,宽度a,粒子质量m和能量E
计算粒子隧穿双势垒、多势垒和一般形状势垒的透射率和反射率——通过微元近似为多个方势垒。
有如下WKB近似公式，用来计算粒子隧穿一般形状势垒的透射率

共振隧穿( )

之前的势垒区波函数波数 更改为 ，利用 ，得到透射
概率

当 时，透射概率为1

方势阱的反透射及共振

同理，前述理论适用于方势阱的相关计算。更改势垒高度为 , 。同理得到当
时发生共振透射，共振能级满足

一维谐振子
一维线性谐振子的势能函数
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求解相关定态方程为

做无量纲化变换

转化为求解变系数二阶常微分方程

方程化简：在 时做渐进分析，并考虑束缚态边界条件，得到

因而假设

回带到二阶方程中得到Hermite方程

级数求解：在 附近将 用幂级数展开

带入Hermite方程得到递推关系

根据幂级数各项奇偶性将 分成两个独立的级数，分别可以认为趋近于 和 ，带入后发现
二者均无法满足束缚态边界条件，因此需要考虑级数的中断。取 ，对
应的能量本征值为
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则系数递推关系变为

这说明级数会终止在 处，成为Hermite多项式 。带入 ，有

其解为

例如Hermite多项式的前三项可以表示为

根据上述推导，线性谐振子的能级和对应波函数可以写作

归一化得到系数

这样得到的波函数存在确定的宇称，有

讨论

谐振子的能级是离散的、等间隔的：
能级的宇称奇偶相间，基态是偶宇称

有n个节点
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势

势垒的穿透：设质量为m，能量为E的粒子入射 势垒，即

对定态方程积分，由于存在跃变势垒，当且仅当 时， 是连续的， 势的跃变条件为

在 势垒之外的地方，势能为0，考虑粒子从左侧入射，则解可以表示为

由于 在 处连续，以及上述跃变条件，可以得到

以及透射概率和反射概率

讨论

如果把 势垒更换为 势阱，则透射及反射概率的值不变
定义 势的特征长度 ，特征能量为 ，则透射波波幅S只依赖于入射粒子波长与 势
的特征长度之比；透射概率只依赖于特征能量与入射粒子能量之比，在高能极限下粒子将完全
穿透势垒
即便在 附近 的一阶导函数一般不连续，但此处的粒子流密度是连续的

势阱中的束缚态：考虑 的粒子在 势阱 中的定态方程的解
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由于势能函数具有空间反射对称性 ，束缚态定态波函数具有确定的宇称：
若为偶宇称态，则解为

通过一阶导函数的跃变条件，可以计算得到k，进而得到能量本征值

只存在这一个宇称为偶的束缚态
若为奇宇称态，则根据连续条件，得到 ，这说明奇宇称态不形成束缚态，因为 势阱对
奇宇称态粒子没有作用

CH4 力学量与三维运动问题

算符的运算及对易关系
算符是作用于波函数并将它变为另一个函数的运算符号
坐标算符

动量算符

角动量算符

非相对论动能算符

势能算符
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系统总能量算符

算符运算规则
线性算符满足分配率
量子力学中的算符并不都是线性算符，例如复共轭，但是用于刻画可观测量的算符都是线性算
符

两个算符相等的条件是：分别作用于任何波函数的结果均相同
单位算符作用于任何波函数，结果等于波函数本身
两个线性算符之和仍为线性算符，满足交换律和结合律
算符之积一般不满足交换律，而是就近原则分别依次作用于波函数，例如

逆算符：若由 能唯一地解出 ，则可以定义 的逆算符 。算符与它的逆算符之积
等于单位算符，但并非所有算符都存在逆算符
算符的复共轭指的是将算符的表达式中的所有量均换成其复共轭
注意算符的表达式与表象有关，例如在坐标表象中，有 ，而在动量表象中，

算符的厄米共轭和厄米算符(Hermite算符)
厄米共轭描述的是两个算符之间的关系，算符 的厄米共轭的表达式是 ，是算符的共轭
加转置两步变化的结果，即有

厄米算符指的是算符自身的特性，如果一个算符是它自身的厄米共轭，即

则称它为厄米算符，也叫自共轭算符。 都是厄米算
符
注意一个算符的Hermite性与它的定义域有关，以动量算符为例，对于束缚态，其Hermite
可以保证；但在有限区间中，只有在满足周期性边界条件的函数族中才能保证其Hermite
性

Hermite算符的本征值都是实数

=V̂ ( )V̂ r̂

=Ê iℏ ​

∂t
∂

=Ĥ +T̂ V̂

​x =p ​x̂  x ​p ​x̂

Ψ =Â Φ Ψ Â Â−1

​ =p ​x̂
∗ − ​p ​x̂

=P ∗ P

Â Â†

[ ψ(x)] Φ(x)dx =∫ Â ∗ ψ (x) Φ(x)dx∫ ∗ Â†

ψ ϕdτ =∫ ∗F̂ ( ψ) ϕdτ∫ F̂ ∗

x, ​, , (V是实数),空间反射p ​x̂ L̂ Ĥ P̂



Hermite算符的平均值总为实数，无论体系的状态如何
在任何状态下平均值均为实的算符必为Hermite算符
量子力学中表示力学量的算符都是Hermite算符
两Hermite算符之和仍为Hermite算符，但两Hermite算符之积不一定为Hermite算符

幺正算符：指的是其厄米共轭恰好是逆算符的一类算符，即有

例如空间反射算符 既是厄米算符，也是幺正算符
算符的函数：如果给定的函数可以做泰勒展开，则可以将自变量替换为算符，定义算符的函数

算符的本征方程

求解某算符函数的本征值，就是求解由该算符对应的本征态组成的方程的解

基本假设：算符的本征值集合是所对应的力学量的测量值集合，算符的本征函数代表力学量具有确
定本征值时的状态

算符的对易关系

若 ，则称 对易(交换)

对易关系除了满足交换反对称以及线性性质之外，有

Jacobo恒等式

计算对易关系时有两种方式：其一是将对易算符整体作用在波函数上，对比作用结果；其二是利用
对易关系的变换法则，将要计算的对易关系转换成已知的对易组合
角动量算符的定义：如果一个矢量算符在直角坐标系下的三个分量满足如下对易关系，则这个矢量
算符就是角动量算符

=Â† Â−1

P̂

ψ ​ =F̂ λ λψ ​λ

[ , ] =Â B̂ −ÂB̂ B̂Â

[ , ] =Â B̂ 0 ,Â B̂

[x, ​] =p ​x̂ x ​ −p ​x̂ ​x =p ​x̂ iℏ

[ , ] =Â B̂Ĉ [ , ] +B̂ Â Ĉ [ , ]Â B̂ Ĉ

[ , ] =ÂB̂ Ĉ [ , ] +Â B̂ Ĉ [ , ]Â Ĉ B̂

[ , [ , ]] +Â B̂ Ĉ [ , [ , ]] +B̂ Ĉ Â [ , [ , ]] =Ĉ Â B̂ 0

[
​
,

​
] =A ​x̂ A ​ŷ iℏ

​A ​ẑ



角动量算符的三个分量都和角动量的平方对易

轨道角动量和坐标之间的对易关系

按照叉乘时 的顺序，对易关系中依次选择前者的角动量算符和后者的坐标算符，得到
的是正值。规定对易算符中前者取角动量，后者取坐标算符，则九种组合中三正三负三零，例如

轨道角动量与动量之间的对易关系

其中 取值与前述含坐标的对易关系相同
共同本征函数(simultaneous eigenstates)
如果两算符有一组共同本征函数 ，且 构成完备系，则两算符对易
如果两算符对易，则两算符有共同本征函数

算符与力学量之间的关系
Hermite算符的本征值为实数，可以是分立谱、连续谱和混合谱
力学量完全集指的是相互之间两两对易的能够对一个量子体系的某一个力学性质的全部状态(不出现
简并)进行彻底地分类标记的最少数目的力学量算符，例如
坐标力学量完全集
动量力学量完全集
转动力学量完全集

正交性定理
两函数正交
正交性定理：Hermite算符的属于不同本征值的本征波函数彼此正交
对于本征值简并的波函数，在线性代数中，通常采用Schmidt正交化程序使简并波函数正交
化。例如对于本征值 ，假设其对应的波函数简并度为 。由于相互简并的波函数的线性组

[ ​, ​] =A ​ŷ A ​ẑ iℏ ​A ​x̂

[ ​, ​] =A ​ẑ A ​x̂ iℏ ​A ​ŷ

[ ​, ] =L ​x ​i
^ L̂2 0
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⎩
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​, ​, ​p ​x̂ p ​ŷ p ​ẑ

, ​L̂2 L ​ẑ

⇔ ⟨ψ ​∣ψ ​⟩ =1 2 0
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合仍然对应同一个本征值，则可以选择通过线性变换，将这一组波函数变换成另一组相互正交
的波函数组合

本征函数系的完备性
含义：一个函数系完备，是指任何一个满足适当边界条件和连续性要求的波函数，均可以用这
个函数系做展开
表达：完备性用封闭关系表示。对于离散谱

对于连续谱

力学量的测量：测量力学量 时所有可能出现的值，都是相应的线性厄米算符 的本征值。当体系
处于 的本征态 时，每次测量的结果都是确定的，即本征值
计算力学量的平均值
从定义出发

在目标力学量的本征波函数上展开，以离散谱为例：

利用对易关系做变换，通过其它力学量的平均值间接得到，例如计算动量的平均值，利用

通过计算对易关系的平均值得到动量的平均值

动量算符和角动量算符
动量本征函数的归一化

​ψ ​(x )ψ ​(x) =
n

∑ n
∗ ′

n δ(x −′ x)

ψ ​ψ ​dλ =∫ λ
∗

λ δ(x −′ x)

Â Â

Â ψ ​n A ​n

=F ​

ψ (x)ψ(x)dx∫ ∗

ψ (x) ψ(x)dx∫ ∗ F̂

ψ = c ​ϕ ​∑ n n

=F λ ​
∣c ​

∣∑ n n
2

[ , ] ∼x̂ Ĥ ​p ​x̂



箱归一化：先让粒子局限于有限空间 中运动，再取 的极限。为了保证动
量算符是厄米算符，要求波函数满足周期性边条件，即

类似的，在有限空间内的粒子，其三个维度动量本征态都具有分立的本征值谱，且不同本征值
的级差均等，为 。当 时，本征值谱由分立谱变为连续谱。关于有限空间的归一
化，在采用周期性边界条件后，动量本征函数可以在 的范围内积分归一化

角动量算符及其本征函数
直角坐标表示：定义

球坐标表示：

的本征函数：以 的球坐标形式为例

​ ​
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L̂2

= y ​ − z ​p ​ẑ p ​ŷ
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为了保证 的厄米性，要求波函数满足周期性边界条件，即

导出对于所有波函数，均有

由于本征值可以取零，因此这里的比值对于任何波函数均取1是合理的。即有周期性条件

归一化系数取 ，即Z方向角动量波函数能级表示为

的本征函数：

本征方程

通过分离变量法求解本征方程，设

带入方程，得到

做变量代换 ，得到
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即连带勒让德方程。在范围 内，方程有且仅有两个正则奇点 。只有当

情况下
，连带勒让德方程有一个多项式解 ，这个解截止于有穷项，是物理上允许的有界解。另
外，当 时，得到勒让德方程：

其解为勒让德多项式：

此外，连带勒让德方程的解为连带(缔合)勒让德函数

对应的 的本征函数

归一化系数为

球谐函数的基本性质：本征方程组

正交性及宇称关系

讨论

是 的共同本征函数
l是轨道角量子数，m是磁量子数， 分别是 态
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的本征值是 度简并的
算符集合 是描述转动的力学量完全集，用量子数 可以完全确定转动态

不确定度关系
不确定度(统计偏差)：定义偏差算符

该量描写了力学量 的测量值的偏差程度，在态 上 的取值不确定度为

不确定度关系：在任意态 上任意两个力学量 的不确定度的乘积存在下限

讨论

当 时，除了 的特殊态 外，在任何态上 都不能
同时取确定值， 都是相对同一时刻的
当 时， 可以同时取确定值。即两对易算符的共同本征态允许同时取到确定本
征值
由于 ，因此坐标和动量不可能同时取确定值，它们存在一个不确定度关系

时间与能量之间的不确定度关系

对应的物理含义是：若一个粒子在能量状态E只能停留 时间，则此时间段内能量有一弥散
。 表示体系所处状态能量的不确定度， 表示该状态的特征时间可以理解为

状态性质有明显改变所需要的时间间隔，或变化的周期。能量与时间的不确定关系式说明了原
子的激发态能级都有一定的自然宽度，实验原子发光都有一定的频率宽度
不确定度关系是微观粒子运动的基本规律，在宏观世界不能得到直接的体现；它是微观粒子的
固有属性决定的，与仪器精度和测量方法的缺陷无关
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​ =(Δ )Â 2 −Â2 A
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ΔA, ΔB
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CH5 量子力学的矩阵形式与表象理论

态和力学量的表象
矩阵相关定义：
共轭矩阵描述的是对一个矩阵的操作，定义为将原矩阵转置，并对矩阵元取复共轭
厄米矩阵描述的是一类矩阵的性质，定义为自身的共轭矩阵等于自身。厄米矩阵的对角元为实
数，非对角元关于主对角线复共轭反射对称

Q表象下，态的矩阵表示由力学量 导出，根据本征方程

本征值集为 ，本征函数系为 。对于任意一个波函数，可以用该本
征函数系展开，即

这里的 被称为 表象中的“波函数”； 表现的是在 的态中测量力学量 所得结果
为 的概率
坐标和动量的本征函数在自身表象中的表示
坐标：

动量：具有动量p'的自由粒子的状态

则展开到对应本征函数的系数为

因此动量表象下的本征方程为

​Q̂
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算符的矩阵表示：假设在坐标表象下有

而在 表象下，两波函数写作

将该表象下的表达形式带入薛定谔方程，两边左乘 并积分，得到

因此在离散表象中算符用矩阵表达，矩阵元

或者另一种常见的表达方式

表示力学量F的矩阵是厄米矩阵
力学量在自身表象中为对角的厄米矩阵。若一个算符在自身表象中是对角矩阵，则各对角元素就是
各本征值
表象变换：假设存在两个算符的表象 ，即

左乘 得到

两表象下基矢的标积写作矩阵形式为

矩阵S是幺正矩阵，即有
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算符变换：尝试将某一表象下的任意两个态用另一表象的基态展开，利用上述表象变换的结论和算
符的矩阵表示易得

表象变换不改变算符的本征值，但是本征函数的形式会发生变化

量子力学的矩阵形式
平均值公式

或者以矩阵形式表达

离散表象中本征方程的求解

本征方程为

转为求解如下的久期方程

薛定谔方程

Dirac符号
左右矢

L =′ SLS =† SLS−1

​ ​
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kj

∑ k
∗

kj j

=F ψ Fψ†

ψ = ​ ​ ​ ,F =

a ​1

a ​2

⋮

{F ​}ij

Fψ = λψ

∣F − λI∣ = 0

iℏ ​ =
dt

dψ
Hψ



算符对态矢的作用：对右矢向右作用仍为一个右矢，对左矢向左作用仍为一个左矢
力学量平均值

投影算符

谐振子占有数表象

CH6 守恒量与对称性

守恒量
根据薛定谔方程，通过对态函数的求导运算，可以导出力学量随时间的演化可以表达为力学量平均
值的演化

因此，如果力学量算符 不显含时间(如无特殊说明，这一点在我们使用的薛定谔绘景中是默认成立
的)，则

进一步地，如果A与H对易，则可以说明力学量 在任何态 的平均值都不随时间改变。进一步可
以证明，对于满足如上两个条件的力学量，在任何态 下 的概率分布也不随时间变化
量子力学把在体系的任意状态上的平均值和取值概率都不随时间改变的力学量，称为该体系的守恒
量
与经典力学不同，守恒量不代表在任意状态上的值不变，而是平均值和取值概率不随时间变
化。守恒量是针对每个单个状态上的行为而言的，不是相互之间的关系
当体系处于守恒量的本征态时， 守恒量取确定值
如果一个体系有若干个守恒量，则它们不一定同时取确定值。只有在几者的共同本征态上同时
取确定值

⟨ψ∣ = ∣ψ⟩†

=A ​ =
⟨ψ∣ψ⟩

⟨ψ∣ ∣ψ⟩Â
​

(ψ,ψ)
(ψ, ψ)Â

P ​ =ξ ∣ξ⟩ ⟨ξ∣

​ ∣ξ⟩ ⟨ξ∣ =
ξ

∑ I

​ =
dt

dA
​ +​

∂t
∂Â

​ ​

iℏ
1

[ , ]Â Ĥ

Â

​ =
dt

dA
​ ​

iℏ
1

[ , ]Â Ĥ

Â ψ(t)
ψ(t) Â



量子力学中习惯用描述力学量本征值的量子数来表示状态，但非守恒量的量子数不适合描述状
态。只有守恒量的量子数才是描述状态的好量子数
定态是体系的一种特殊状态，是能量本征态；而守恒量则是体系的一种特殊力学量，它与体系
的哈密顿量对易。在定态上(注意定态也可以随时间变化)，一切不显含时间的力学量的平均值
和取值概率分布都不随时间变化；而守恒量在任意态上的平均值和取值概率分布都不随时间变
化
守恒量完全集：在一个力学量完全集的基础上，如果集合中的算符对应的力学量都是守恒量，
则它是守恒量完全集。例如在中心力场中 和 都不是守恒量完全集，而

是守恒量完全集
如果体系具有两个互相不对易的守恒量，那么体系的能级一般是简并的

特殊情况：即使两算符不对易，但是如果对于其中一个算符 ，存在与哈密顿量的共同本征态 ，
满足 ，则与定态 对应的能级简并可消除
推论：如果体系有一个守恒量 ，而体系的某条能级不简并(对应本征值E只有一个本征态 )，则
必为 的本征态

virial定理和Hellmann-Feynman定理及相关应用(研究体系处于定态下，平均值随时间的变化)

设粒子处于势场 中，哈密顿量添加势能项，可以证明粒子的动能算符 在定态上
的平均值为

当势能为坐标的齐次函数 时，

设系统哈密顿量H含有某参量 ， 为H的本征值，相应的归一化本征函数为 ，则

时空对称性
对算符的空间反射变换
对态

对算符

{ , ​, }x̂ ŷ ẑ {p ​,p ​,p ​}x y z

{ , , ​}Ĥ L2̂ L ​ẑ

F̂ ψ ​0

[ , ]ψ ​ =F̂ Ĝ 0 0 ψ ​0

F̂ ψ ​E

ψ ​E F̂

V (r) ( =T̂ ​)2m
​p̂2

=T ​

2
1

⋅ ∇Vr

V = αx +n βy +n γzn

=T ​

2
n
V

λ E ​n ψ ​n

​ =
∂λ

∂E ​n ⟨ψ ​∣ ​∣ψ ​⟩ =n ∂λ
∂H

n ⟨ ​∂λ⟩
3

∂H

ψ(x) =P̂ ψ(−x)

F(x, ​) =P̂ p ​x̂ P +̂ F(−x, − ​)p ​x̂



空间反射对称性和宇称守恒：如果哈密顿量空间反射不变，及 ，则体系具有空间反
射对称性。此时体系的空间反射态和原态遵守形式相同的薛定谔方程。空间反射变换不改变具有空
间反射对称性的体系的物理规律
空间反射变换也是厄米算符，代表宇称。因此与空间反射变换相联系的力学量是宇称。具有空间反
射对称性的体系的宇称守恒
宇称算符补充

是厄米的，幺正的，自逆的
是个纯量子力学算符，不能用经典形式表示
其本征值是相乘的

同位旋空间旋转对称性和同位旋守恒
原子核所涉及的核力是一种强相互作用，它大体上与电荷无关，这是一个虽然并不精确但却是
普遍成立的实验事实。因此，核理论从强相互作用观点出发，不计电磁和弱作用，常将质子和
中子考虑成同一粒子(核子)的两个不同状态
一个核子的波函数可以近似统一写为

核子的同位旋

空间平移
无限小平移变换：将体系沿x方向作无限小整体平移

称为无限小平移变换
无限小平移变换是幺正变换
有限平移变换是由连续的无限小平移变换实现的

空间平移对称性和动量守恒
如果哈密顿量空间平移不变，即 ，则体系具有空间平移对称性
空间平移变换不改变具有空间平移对称性的体系的物理规律
具有空间平移对称性的体系的动量守恒

空间转动对称性及角动量守恒
绕 方向无限小转动变换为

相联系的力学量是角动量

=P̂ ĤP̂+ Ĥ

P̂

ψ(r) = ​(
ψ ​(r)1

ψ ​(r)2
)

=Θ ​

2
1
τ

x → x =′ x + δx

ψ =′ (δx)ψD̂

=D̂ĤD̂+ Ĥ

n̂

(δψ ) =R̂ n̂ exp(− ​δϕ ⋅
ℏ
i

n̂ )L̂



如果哈密顿量空间转动不变，即 ，则体系具有空间转动对称性
具有空间转动对称性的体系的角动量守恒

时间平移
将时间停滞一段 的变换

称为时间平移变换
如果哈密顿量时间平移不变，即 ，则哈密顿量不显含时间，体系的能量守恒

全同粒子体系
多粒子体系的描写

N粒子体系的波函数

N粒子体系的哈密顿量
N粒子体系的薛定谔方程

全同粒子体系的不可区别性：全同性假设
全同粒子：全部内禀性质完全相同的一类微观粒子
全同性假设：全同粒子体系中任意两个全同粒子的交换，都不改变体系的物理状态
全同性假设对波函数的要求：任意交换两个全同粒子，体系的波函数或者不变，或者只改变一
个符号
玻色子和费米子，Pauli定理
全同性假设对哈密顿量的要求

CH7 中心力场

三维各向同性谐振子
直角坐标系中取各方向哈密顿量作为完备集，势能函数写作 ，通过分离变量求解，各方向
视为一维谐振子，即有

本征波函数是三个方向解的叠加，即

=R̂ĤR̂+ Ĥ

τ

(τ)ψ(t) =D̂ ψ(t + τ)

=D̂ĤD̂+ Ĥ

ψ = ψ(q ​, q ​, ⋯ , q ​; t)1 2 N

​μω x2
1 2 2

​ψ ​ =Ĥx n ​n ​n ​x y z
(n ​ +x ​)ℏωψ ​

2
1

n ​n ​n ​x y z

Φ ​(x,y, z) =n ​n ​n ​x y z ( ​) ​e H ​(x)H ​(y)H ​(z)
π

α2
3/4

​2 n ​!n !n ​!N
x y z

1 − ​ (x +y +z )2
α2 2 2 2

n ​x n ​y n ​z



在球坐标系中取完备集 ，分离变量构造级数解，解的本征值

简并度为

氢原子
氢原子是由电子和原子核构成的两体体系，相互作用的Coulomb势为

由于是两体体系，因此其哈密顿量由二者共同构成，能量本征方程写作

如果采用质心坐标和相对位移，引入约化质量，则本征方程变为

利用分离变量法求解，在质心系中，将方程化为质心运动方程和电子相对原子核的运动方程

质心运动方程描述氢原子的整体自由运动
相对运动方程通过能量本征值和相应的本征波函数描述了氢原子的结构，相对运动能量E就是
电子的能级
由于库仑势在无穷远处趋于0，因此本征能量在大于0时对应游离态解

氢原子模型的解，能量本征值为

本征波函数为
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其中径向波函数的解的形式为

其中F是合流超几何函数， 是归一化常数
氢原子的性质
混合谱：当能量小于0时得到分立谱解，当能量大于0时得到连续谱解。基态能量为-13.6eV
能级简并度为

如果考虑自旋，则简并度为2n^2
概率密度分布
三维体积元概率分布：当电子处于 时，在 周围的体积元内出现的概率

径向概率分布以微分球壳作为标的，在 范围内找到电子的概率

角向概率分布考察电子出现在 方向的立体角元 中的概率

本征态轨道电流分布与磁矩
类氢原子指的是离解到只剩一个电子的离子，求解其径向方程时，长度单位a缩小为Z分之一，能量
单位b扩大为 倍

CH8 自旋

电子自旋态与自旋算符
实验表明，电子具有一个内禀自由度——自旋。完全描述电子的运动状态需要考虑其自旋状态，确
切而言，是要考虑自旋在某给定方向的投影的两个可能取值的波幅，一般将自旋投影这个变量记为

Ψ ​(r, θ,ϕ) =nlm R ​(r)Y ​(θ,ϕ)nl lm
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,将波函数记为 。其中坐标变量是连续的，而自旋投影只能取 两个离散值。因此一般
用二分量波函数来表示电子的波函数，即

称为旋量波函数。归一化条件为

此外，在一些特殊情况例如哈密顿量不含自旋分量时，波函数可以分离变量来表示
自旋s的三个分量具有与轨道角动量l的三个分量相同的对易关系

引入Pauli算符

则上述的关系可以表示为

此外由于自旋投影的取值是分立的，所以 沿任何方向的投影都只能取 ，即有

通过线性变换，可以导出 的三个分量彼此反对易，即

总结有

此外，Pauli算符是厄米的，即
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一般我们采取 对角化的表象来将Pauli算符表示成矩阵，有

上述的结果已经忽略了一个相位的不定性。该Pauli矩阵也可用于表示自旋状态

总角动量的本征态
在中心力场中的电子，当计及自旋轨道耦合作用后，轨道角动量l和自旋s都不是守恒量，但是它们
的矢量和总角动量j是守恒量

相关对易性质有

此外，在考虑自旋轨道耦合效应时，轨道角动量的模仍是守恒量，即

因此中心力场中电子的能量本征态可以选为一组对易守恒量完全集 的共同本征态，
而空间角度部分与自旋部分的波函数可以取 的共同本征态。在 的表象中，可以
证明共同本征态可以记为 ，对应的本征值分别为

，本征态为
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当轨道角动量l为0时，不存在自旋轨道耦合，总量动量即为自旋，波函数由 分裂为两支

碱金属原子光谱的双线结构与反常塞曼效应
碱金属原子的低能级激发来自于价电子的激发。考虑自旋轨道耦合项的影响后，哈密顿量中会引入
一项

根据前一节的推导， 的能级(能量本征值)略高于 能级。但是由于自旋轨
道耦合很小，因此这两条能级很靠近，这造成了光谱双线粗细结构。此外，此能级分裂随原子序数
的增大而增大，从钠原子开始，分裂才比较明显
在强磁场中，原子光谱发生分裂的现象称为正常Zeeman效应。当所加外磁场很弱时，自旋轨道耦
合作用不能忽略，同时考虑自旋轨道耦合、自旋以及相应的内禀磁矩的作用，造成了反常Zeeman
现象

多电子体系的自旋态，纠缠态
考虑两个电子组成的体系时，用S表示两个电子的自旋之和

由于两个电子的自旋状态涉及不同的自由度，因此有

进一步地，总自旋满足

两个电子组成的体系的自旋自由度为2，因此可以选择 或 作为对易自旋力学量完
全集
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CH10 微扰论

定态微扰论

非简并情形

微扰论是用于处理量子力学的实际问题时应用最广泛的近似方法
假设哈密顿量较为复杂，定态S方程不能精确求解，对哈密顿量做微小修正的表示

其中 是可解的，满足 ,且 远小于 ，令

越高次的项越小，分别与哈密顿量的微小修正的n次方成正比，带入定态薛定谔方程，逐阶比较方
程两端，可以逐级解出各个本征态

约定波函数的各级高级近似解与零级近似解都正交，即

对于非简并情形，即对应 的各级零级近似解只有一个本征态，且相互正交归一，组成完备的线
性空间。令

带入一级方程后，由正交归一性，利用积分处理得到

进而可以得到一级微扰能
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以及当 时，有

进而可以表示出一级微扰波函数

微扰论中高级近似解与零级的差距应不可忽视，因此微扰论适用的条件为

类似的，将一级近似解表示成零级解的线性叠加后，带入到二级微扰方程中，可以得到二级微扰能

综合前述得到的一级微扰能，在二级近似下，能量的本征值应写作

关于微扰收敛条件

上述提到的微扰论适用的条件 ，这只适用于 有分离谱。对于连续
谱，认为相邻能级的差距趋近于0，前述不等式无法成立
当 有简并时也不适用。当涉及能级简并时，高级近似解不能简单地表示成单个零级解的线
性叠加，前述不等式不成立
在解决实际问题时，需要根据如何使计算简化来决定 与 的划分关系，同时兼顾计算结果
的可靠性

简并情形

当处理涉及简并态或近似简并态的微扰问题时，需要首先确定零级波函数
前期假设及处理不变，在引入微扰后考虑能级简并，设
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带入一级微扰方程，利用正交归一性积分得到

对应线性相关的久期方程

从中可以解出 以及它们对应的 ，进而可以确定一级微扰能和零级波函数

Stark 效应

Stark效应指的是原子或分子在外电场的作用下能级和光谱发生分裂的现象，具体到实验现象，在电
场强度达到100万伏每厘米时，原子发射的谱线图案是对称的，其间隔大小与电场强度成正比。可
以用微扰论来解释氢原子在静电场中的能级分裂现象

近简并

设 的本征能级中，有一些本身不简并但彼此很靠近的能级，则简并态或非简并态微扰论的结果
是不适用的，更好的做法是首先在这些紧邻能级的所有状态所张开的子空间中把H对角化，再进行
考虑计算
以二能级体系为例，设体系的哈密顿量表示成 与修正项 的和，若 有两条非简并能级

非常靠近，而其余能级离开很远，则H的对角化可以局限在这两条能级的本征态张开的二维
空间中进行，在此空间中，H表示为

设H的本征态表示为这两个本征态的线性叠加，可以导出非平庸解方程，解得E的两个根

为方便讨论模型特征，令

ψ ​ =n
(0)

​c ​ϕ ​

i=1

∑
k

i

(0)
ni

(0)

​c ​(H ​ −
i=1

∑
k

i

(0)
ji
′ E ​δ ​) =n

(1)
ji 0

det ∣H ​ −ji
′ E ​δ ​∣ =n

(1)
ji 0

E ​n
(1)

c ​n
(0)

H ​0

H ​0 H ′ H ​0

E ​,E ​1 2

H = ​ ​ ,H ​ =(
E ​1

H ​21
′

H ​12
′

E ​2
) 12

′ ⟨ϕ ​∣H ∣ϕ ​⟩ =1
′

2 H ​21
′∗

E ​ =± ​[(E ​ +
2
1

1 E ​) ±2 ​](E ​ − E ​) + 4∣H ​∣1 2
2

12
′ 2

E ​ =c ​(E ​ +
2
1

1 E ​)2

d = ​(E ​ −
2
1

2 E ​)1



则

是表征微扰的重要性的参数， 表示强耦合， 表示弱耦合。

变分法
设体系的能量平均值表示为

则体系的能量本征值和本征函数可以在归一化条件 的条件下取 的极值得到，即有方
程

将能量平均值的表示带入，利用H的厄米性，得到方程

即为能量本征方程
如何选择试探波函数是变分法的关键，在取得合理的试探波函数后，将哈密顿量的平均值用该波函
数形式化，参数为 ，通过对它求极值可以得到对应能级的能量近似值，相应的波函数可以作为近
似本征态，但是可靠性较低，
与微扰法相比，变分法不能逐级计算，也不能估计精度，一般只能用于计算基态能量

CH11 量子跃迁

量子态随时间的演化
若体系的哈密顿量显含时间，则体系有一定的概率离开某定态初态而处于其它定态，这种由于时间
演变导致体系在多个定态之间来回跳跃的现象称为量子跃迁
体系随时间的演化由薛定谔方程确定。在能量表象下，有

其中
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这表明体系在t时刻处于定态 的概率是

亦可以代表体系由初态 跃迁到 的跃迁概率，其中 称为跃迁振幅
具体在求解x哈密顿量显含时间的薛定谔方程时，首先体系的波函数由定态张成，写作上述的形
式。哈密顿量增加一项含时项 ，即薛定谔方程为

假定含时项不涉及时间的微分，可以安全地交换到求和符号内。整理得到跃迁振幅满足方程

其中

通过对跃迁振幅方程迭代求解，可以将跃迁振幅 级数展开

因此跃迁概率的一级近似为

跃迁速率用于描述单位时间内的跃迁概率，一级近似为
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注意 是厄米算符，因此跃迁概率具有交换对称性

对于初态和末态都有简并的情况，计算跃迁概率应对初态能级各简并态求平均，而对末态能级
各简并态求和
跃迁振幅的二级近似 的物理含义是从初态 经各种可能的中间态 间接跃迁到末态
的振幅

周期微扰与常微扰
周期微扰和常微扰是两类常见的含时微扰

周期微扰

周期微扰的含时哈密顿量项为

由此计算得到的跃迁振幅一级近似项为

跃迁概率写作

根据原子体系特征时间的数量级估计，微扰作用的时间总能满足 趋近于无穷的条件，因此可以对
结果进行极限趋近化简，得到

跃迁速率则可以写为

跃迁概率只能描述末态能级属于分立谱的情况，如果末态能级连续或准连续，需要计算跃迁到
该能级附近全部可能末态的总概率，可以定义周期微扰总跃迁概率
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周期微扰总跃迁速率

常微扰

只在一段时间间隔内，对体系施加与时间无关的微扰，称为常微扰

当微扰作用消失，即时间处于T之后时，跃迁振幅的一级近似结果为

由此对应的跃迁概率为

当微扰作用的时间间隔( )足够长时，计算得到跃迁速率

这表明在该种常微扰下，只有 时才会发生跃迁
在常微扰下，对于末态能级连续或准连续的情况，由初态跃迁到能量 附近全部可能末态的
总概率为

总跃迁速率

跃迁速率与时间无关，上式称为Fermi黄金规则
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光的吸收与辐射
光与原子的相互作用包括受激吸收、受激辐射和自发辐射
光对原子的作用可以近似表示成电子的电偶极矩与电场的相互作用

因此光对原子的作用可以视为周期微扰 ，电偶极矩与电场作用引起的跃迁称为电偶极跃
迁
当入射光为偏振光时，由跃迁振幅的一级微扰公式

对于可见光，仅当 时，才会引起 的跃迁。跃迁速率

当入射光为非偏振光时，夹角做平均处理，得到跃迁速率

考虑到自然界不存在频率严格单立的光源，因此实际上需要考虑对各种频率求和的总跃迁速率

设 代表频率为 的电磁波能量密度的时间平均值(CGS单位制)

可以导出

因此单个原子的电偶极总跃迁(吸收或辐射)速率为

因此跃迁的快慢与入射光中频率为 的光强度 成正比，若入射光不包括频率 ，则不
能引起 两能级之间的跃迁
电偶极跃迁的选择定则，指的是 的条件。
在非耦合表象下，将原子初末态表示为

H (t) =′ −D ⋅E = −D ⋅E ​ cosωt0

W cosωt

C ​(t) =k k′
(1) − ​[ ​ +

2ℏ
W ​k k′

ω ​ + ωk k′

e − 1i(ω ​+ω)tk k′

​]
ω ​ − ωk k′

e − 1i(ω ​−ω)tk k′

ω ≈ ω ​ =k k′ ​ℏ
E ​−E ​k′ k E ​ →k E ​k′

w ​ =k k′ ​∣D ​∣ E ​ cos θδ(ω ​ −
2ℏ2

π
k k′

2
0
2 2

k k′ ω)

w ​ =k k′ ​∣D ​∣ E ​δ(ω ​ −
6ℏ2

π
k k′

2
0
2

k k′ ω)

w ​ =tot w ​
dω =∫ k k′ ​∣D ​∣ E ​(ω ​)

6ℏ2

π
k k′

2
0
2

k k′

ρ(ω) ω

ρ(ω) = ​ ​

8π
1

[E + B ]2 2

E ​(ω) =0
2 8πρ(ω)

w ​ =tot ​∣r ​∣ ρ(ω ​)
3ℏ2

4π e2 2

k k′
2

k k′

ω ​k k′ ρ(ω ​)k k′ ω ​k k′

E ​,E ​k k′

∣r ​∣ =k k′  0
∣nlm ​m ​⟩l s



宇称选择定则：初末态宇称不同
角动量选择定则：初末态量子数需要满足

可能发生电偶极跃迁，对于电场平行于Z轴的偏振光， ，对于电场平行于X轴或Y
轴的偏振光，

在自旋-轨道耦合表象下，原子的初末态表示为 。对于电偶极跃迁，角动量的选择定则
要求

该定则不适用于磁偶极跃迁或其它高阶矩效应的跃迁。同时，在不满足电偶极跃迁的选择定则
下观察到的非常微弱的高阶跃迁被称为禁戒跃迁

为了解释受激辐射现象，爱因斯坦曾引入吸收系数和受激辐射系数，二者相等

两系数都与入射光强度无关，只决定于原子的自身性质。在强度为 的辐射的照射下，原子从k
态到k'态的跃迁速率为

对于反向的受激辐射，跃迁速率为

根据Boltzmann-Maxwell统计，处于平衡状态时

其中 表示能级的简并度， 。由此可以证明，为了达到热平衡，一个原子必须
能够自发地从高能级跃迁到低能级，同时辐射 能量
定义自发辐射系数 表示无外界光照时，单位时间内一个原子从 跃迁到 的跃迁概率，同时

代表体系的总自发辐射速率。则上述的热平衡要求

因此可以计算得到
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在温度极高的情况下，有大量原子处于激发能级，物体可以吸收和发射各种频率的辐射，接近于完
全黑体，可以用Planck黑体辐射公式表示辐照强度，得到自发辐射系数

CH10 势散射理论

散射态的描述
散射是指具有确定动量的入射粒子与靶粒子发生相互作用后，入射粒子、靶粒子或产生的碎片沿不
同角度出射的过程
根据碰撞前后能量变化和粒子种类变化的情况，可以将散射分为二体弹性散射、非弹性散射和碰撞
反应过程
散射问题与束缚态问题的区别
束缚态理论研究体系的离散的能量本征值和本征态以及它们之间的量子跃迁，在实验上主要是
通过光谱分析来获取有关信息
散射理论研究散射粒子的角分布、角关联和极化等
散射态是一种非束缚态，涉及体系能级的连续区部分，关心入射粒子和相互作用

在经典力学描述下，散射截面定义为单位时间内散射到 方向单位立体角内的粒子数 与入射
粒子流密度之比，即

该值是面积量纲，单位常用 。总的散射截面被定义为

在量子力学描述下，强调散射波幅的存在。假定靶粒子与入射粒子的相互作用是中心势，并且只在
空间小区域中起作用，散射前靶粒子静止，散射后无反冲。取入射方向为z轴，靶粒子置于原点。
将入射粒子束视为平面波，则入射粒子流密度

由于探测器放置的位置相比粒子的作用区域而言，处在无穷远点，因此有近似
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因此，作为自由粒子哈密顿量的定态解， 处的散射波是一般情况下的球面波

其中 称为散射波波幅
根据波函数定义的粒子流密度，球面波 导出的沿r方向的散射粒子流密度为

散射波幅描述了散射粒子流随不同方向的变化。散射截面(微分截面)等于散射波幅的模方

总结来看，散射问题的求解实际上是求解无穷远处定态薛定谔方程的解，其中解的形式定性确定为
沿入射方向的平面波与用散射波幅描绘的球面波之和。散射波幅包含了靶粒子和入射粒子的相互作
用信息
质心系与实验室系的截面转换问题。当靶粒子的反冲不可忽略时，需要把入射粒子换成约化粒子求
出质心系截面，再变换成实验室系截面。因总截面与参考系无关，即

对于弹性散射，牛顿力学给出两系之间的散射角关系

其中M是靶粒子的质量，m是入射粒子的质量。由此得到截面的变换关系

能量的变换关系

Lippman-Schwinger方程
考虑动量为 的入射粒子对势场 的散射，薛定谔方程
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满足边条件( )

通过定义格林函数，可以证明散射问题能够归结为求解下列积分方程，即L-S方程

其中 在无穷远点趋近于用散射波幅描绘的球面波。格林函数满足

求解得到积分方程

Born近似
如果把入射粒子与靶的相互作用看作微扰，则按照微扰论，为求一阶近似，可以先用零阶近似的球
面波函数取缔LS方程解右侧的 。考虑无穷远处的解时，分子的e指数项存在无法忽略近似的
影响，散射波幅为

其中 是出射粒子的动量， 描述的是散射过程中粒子的动量转移， 是两波数的夹角
如果V是中心力场，则可以忽略 的影响，选择 方向为z'轴方向，采用球坐标系得到

散射截面
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